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Dans ce document, nous exposons la demonstration du theoreme suivant. 

Theoreme (Soundararajan |4j) (HR) 
Pour tout e > 0, on a 

M(N) = /"N <e \/iVexp((logA0 1/2 (loglog7V) 5/2+e ). 
Les lettres (HR) indiquent que Ton suppose l'hypothese de Riemann verifiee. 

La methode de demonstration a ete inventee par Maier et Montgomery dans Particle :3 . lis y 
demontrent que 

M(N) < ViVexp((logiV) 39/61 ) 

sous rhypothese de Riemann. Leur approche a ete ensuite perfectionnee par Soundararajan (cf. [1]), qui 
a obtenu l'estimation 

M(N) < %/iVexp((logA^) 1/2 (loglog7V) 14 ), 

toujours sous l'hypothese de Riemann. Dans ce qui suit, nous suivons la demonstration de Soundararajan 
dans [4], en y incorporant les quelques precisions qui permettent de remplacer 14 par n'importe quel 
nombre > 5/2. 

Un mot sur la locution « T assez grand », que nous emploierons librement. Elle signifie T ^ To, oii 
To est une constante absolue et effectivement calculable (mais certainement tres grande) telle que 

• toutes les quantites dont nous parlons sont bien dcfinics ; 

• toutes les inegalites que nous ecrivons sont verifiees. 
Par exemple, pour T assez grand on a 

log log log V log log logy {v > >v> n oglogTn 
log logF' loglog^ V ^ 

Nous remercions Kannan Soundararajan pour de nombreux eclaircissements concernant son article 
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1 Ordonnees F-typiques de taille T 

Nous allons evaluer M[N) grace a la formule de Perron en utilisant un contour d'integration sur lequel 
les grandes valeurs de |C( Z )I 1 seront aussi rares que possible. Pour quantifier cette rarete, Soundararajan 
a introduit la notion suivante. 

On se donne un parametre 5, tel que < S ^ 1. Soit T assez grand3 ct V tel que (loglogT) 2 ^ V ^ 
log Tj log log T. Un nombre reel t est appele une ordonnee U-typique de taille T si 

• T ^ t < 2T ; 

(i) pour tout a ^ 1/2, on a 

I n <J+lt log n \ g x 

(ii) tout sous-intervalle de [t — 1, t + 1] de longueur 28tvV/ logT contient au plus (1 4- <5)V ordonnees 
de zeros de £ ; 

(raj tout sous-intervalle de [t— l,t+ 1] de longueur 27rV/ ((logU) logT) contient au plus V ordonnees 
de zeros de £. 

Si t G [T, 2T] ne verifie pas l'une des assertions (i), (ii), (Hi), on dira que t est une ordonnee 
U-atypique de taille T. 

La pertinence de cette definitiorHI quant a la taille de |C( S )| es t fournie par l'enonce suivant. 

Proposition 1 (HR) Soit T assez grand et V tel que (loglogT) 2 ^ V ^ logT/ loglogT. Soit t une 
ordonnee V-typique de taille T . On a 

■y/^ on , n,^ ir , nn ,^ si i i , v 



\og\((<j + it)\ ^ -V\og( J ) - 2(1 + 5)V \oglogV + 0(V5- 2 ) 



a -1/2 J v / ° ° v ' 2 2 logT' 

et 

log\C(* + it)\>0(V6- 1 ) st I + I -K_^ CT ^2. 

Cette proposition decoule des propositions [7] et [51 demontrees ci-dessous apres une etude preliminaire 
de la derivee logarithmique de la fonction £. 

2 Le logarithme de la fonction ( 

2.1 Estimations de |- 

Notons if) = r'/r la derivee logarithmique de la fonction T. On a (cf. [T], chapter 12, (8), (11)) 

£(■) = ~\ ~ ^ + \ log- - \*(s/2) + £ (1) 

p 

oil la somme porte sur les zeros non triviaux p = + ij de la fonction £, et est calculee par la formule 

J2 P = lim.T-+oo Z)| 7 |^t- 

On en deduit d'abord la proposition suivante. 



*En termes absolus, independamment de <5. 

TPour etre precis, il faudrait parler d'ordonnee (S, V)-typique de taille T. Dans ce qui suit, la reference a S sera implicite. 
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Proposition 2 Si T est assez grand, on a 

C 1 
$tf(a + it) = F(s) - - logT + 0(1) (1/2 a < 2, T ^ t < 2T, ({a + it) ^ 0), 



f(s) = r s ^ = v — — (2 ) 

w ^ s - o ^ (cr - /3) 2 + (r - t) 2 w 



p ^ (<r - /3)2 + (r - 7 ) 2 

Demonstration 

Cela resulte de 1'identite |T]) et de l'estimation 

ip(s) = log s + Ois- 1 ) (5Rs>0). □ 
Nous donnons maintenant une autre identite concernant la derivee logarithmique de la fonction zeta. 
Proposition 3 Soit x ^ 1 et z £ C. On suppose que z n'est pas un pole de Alors 



E -y- =4W - (7) (*) - E 7— 7p + - E 



' s. / rj-P—Z 1— 2 



n z bv ' ' C V C / w ^ (p - z) 2 (1 - z) 2 ^ [z + 2n) 2 ' 

Demonstration 

On peut supposer a; > 1 (pour x = 1, l'identite se ramene a la derivee de (HJ). 

On constate que les deux membres sont des fonctions holomorphes de z dans C prive des poles de 4- . II 
suffit done de demontrer l'egalite pour z reel > 1. La methode exposee au chapter 12 de [T] s'applique, plus 
facilement car les integrates seront absolument convergentes. On utilise la formule de Perron suivante : 



£^ *(./.,- 55/ 



c-\-ioo 



-^(z + w)x w ^ (c>0). 



On deplace la droite d'integration vers la gauche|], a l'abscisse c' telle que z + c' = —2N — 1,N entier 
positif. D'apres le theoreme des residus, on obtient 

E lo ^M =4w ^ - (tJ (*) - E 7— 7p + 

.1-* „-2»-« ! ,c'+*oo « . 



7 ^7 + 7T- / --^(z + w)^ — . 



La derniere integrale tend vers quand N tend vers l'infini, en vertu de l'estimation 

^( S )«log(2| S |), 

valable uniformement dans le demi-plan 5Rs $J — 1, prive des disques de rayon 1/2, centres en —2, —4, . . . .□ 



tAvec les precautions d'usage pour passer entre les zeros de £, cf. 0], p. 108. 
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Proposition 4 Soit 

• T > 1 ; 

• z £ C tel que 5Rz 0, T ^ ^ 2T et z n'est pas un pole de ^- ; 

• 1 < x < T. 
Alors 

e ^ - 4 w loga; - - £ + 0{T ~ 1] - (3) 

n^x S S p Kl ' 

Demonstration 

On applique la proposition [3] et on verifie que 

a; 



(1-Z) 



et 



I rr — 2n — z | -i 

<c V - 

(z + 2n) 2 I ^ T 2 + An 2 



1 

SC — . □ 

T 

2.2 Estimations de log \C,\ : demonstration de la proposition Q] 

Proposition 5 (HR) Soit T assez grand et T ^ t ^ 2T. On a uniformement pour 1/2 < er ^ 2 et 
2s^x 

A(n) log(x/n) ^ ; aJ2 _£r \F(a + it) 

n° 



^?i CT + lt logn logo; V (a - 1/2) log X/ loga; 



Demonstration 

On integre ([3]) entre z = cr + it et z = 2 + it 



V A(n) log(x/n) (—. — ) = (- logC(2 + it) + logC(a + it)) logx - ^(2 + it) + ^-{o- + it) 

A — ' V — log n — log n/ C C 



— log n — log n/ ' £ ( 

r 2 T p-u-u 

?/ TF^W iu + olT >' 



done 

(logx) logC(a + it) = £ logCs/n) - ^(a + ii) + £ / (p _ M _^)2 d " + °( l0 ^)- 
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On en deduit 

log |Cfr + it)\ = Eg J^ Qgn l °fJ x n) - (lo gX )-^(a + ft) + (log.)-^E £ 

5? E +ff l0 f (x/n) - Oog*)- 1 ^ + «) + ^+ 

^n CT + rt logn logx v 6 ; v ' 21ogx 

+ (1 „ gx ,-. s ^£ ? _£!^ p(itt + o(i). 



(p-u 



p 

Pour majorer le module de la somme sur les zeros, nous utilisons l'hypothese dc Ricmann 

l C 2 rrP-u—it i -I/-2 

£/ — ^kEi — ^—^ / 

lyia (p-W-ft) 2 I y|p-<7-ft| 2 A 

1_ „ 

12 



logx \p — a — it\ 2 

l „ 

F{a + it), 



- 1/2) logx 
d'ou lc resultat annonce. 

Nous utiliserons dans la suite l'estimation simple suivante. 
Proposition 6 Pour a>0,c>0etNeN, on a 

N 1 

Ea 1 7r 

a 2 + (cn) 2 ^a + 2~c 



Demonstration 

On a 



N i 

n 2 -I- (rr>\ 2 n 



a 2 + (cn) 2 a ^ a? + (cn) 2 

n=0 y > 0<n^N y ' 

1 f°° a 
^a + J a 2 + (ct) 2dt 



i a_ r°° 1_ 

a c 2 Jo ( a / c ) 2 



1 7T 

a 2c 

Proposition 7 <Scn£ 

• T assez grand; 

• V tel que (log log T) 2 < V < log T/ log log T ; 

• t une ordonnee V-typique de taille T. 
Alors 

log|C(<r + *t)| >0(V/8) (l/2 + F/logT<<7<2). 



Demonstration 

Posons x = T x l v . On a 2 x € T et 



< CXP i; i Fl0g " /1 ° gT) (1/2 + V/logT^) 



(tr-l/2)logx Vdogx/logT 
= e" 1 < 1. 

La proposition [5] donne 

log |C(a + tt)| > ft V |# W") _ fi + 4^ ) ^±jg + o(l) 
bisv ;i / ^ri CT+rf logn logs V (a - 1/2) logx/ logo; w 

>SftT A( " ) log(:c / n) 2 F((T + tt) 10(1) 
' ^n^Hogn logx (logT)/V 

v 

> —21/ — 2j j;F(<T + it) + 0(1) (car t est V-typiquc ; on utilise (i) pageEJ. 

Pour majorer F(o~ + it), nous considerons differents domaines de sommation : 

• 2irn8V/logT ^ \t-j\ < 2ir(n + 1)SV/ logT (0 < n < TV = L(logT)/47r5FJ), 

• le domaine complementaire, qui est inclus dans {7, \t — 7I ^ 1/2}- 
La contribution de la premiere categorie de zeros est 

N (a - 1/2) 

< 2(1 + S)V £ 1/2)2 + (27: SnV/\ogTV ^ * eSt ; ° n UtiUse H) 



" Q (o- - 1/2) 2 + (2tt SnV I logT) 2 
1 

- 1/2 ' <5VyiogT, 



< V( —7; + 77777 77 ) (proposition 

\<7 — 1 



< J-MogT. 

La contribution de la seconde categorie de zeros est 

(a-1/2) 



E 



(ct - 1/2) 2 + - 7 ) 2 

<logT (cf. [I], p.98). 

Cela demontre l'estimation annoncee. □ 

Proposition 8 (HR) Soit 

• T assez grand; 

• V teZ que (log log T) 2 < V < log T/ log log T ; 

• t ime ordonnee V -typique de taille T . 
Alors, pour | < cr ^ oo(= 1/2 + V/ logT), on a 

log|C(<r + it)| > log \((<T +it)\- Vlog 2(1 + <5)Vloglogl/ + 0(^T 2 ). 

(cr- 1/2) 
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Demonstration 

On a 



r<To /-/ 

log|C(cr +it)\ — log|C(cr + **)| = / n-h(u + it)du 

J a S> 



/ F(u + it)du 

( u -l/2)a + ( t - 7 )3 

= lV log 1/2)2 + ( ^ (4) 
2 Z. 8 (tr _ 1/2)2 + ( t _ 7 )a ^ ^ 



Pour commencer, observons que 

(a -l/2) 2 + (i- 7 ) 2 



(a-l/2) 2 + (i- 7 ) 2 

est une fonction decroissante de |t — 7 | si 1/2 < er ^ ero- 

Pour majorer la somme (j4|), nous considerons differents domaines de sommation : 
. |t- 7 |<7rV/((logV0logT); 

• (27n5n+7r/logTOVy logT < < (27r5(n+l)+7r/logV r )V/logT (0 ^ n ^ N = [(\ogT) / AttSV \) 

• le domaine complementaire, qui est inclus dans {7, \t — 7 | ^ 1/2}- 



Comme on a 



(a -l/2) 2 + (t- 7 ) 2 < K-l/2) 2 



(a - 1/2) 2 + (t - 7 ) 2 ^ (a-1/2) 2 ' 

et comme i est T^-typique, la condition (Hi) (page [3]) nous permet de dire que la contribution de la 
premiere categorie de zeros est 

La contribution de la deuxieme categorie de zeros est, d'apres (ii) (page[3| 

X l + (27rfe + 7r/logV r ) 2 



< 2(1+^.^5: io g {2nSn+7T/logV)2 

n— 

TV 

= (1 + ^log(l + log F) 2 ) + (1 + *)V £ log(l + (27rfa + 7r/logV)i 

n— 1 x ' y 

2(l + < 5)yioglo g y + 0(<5" 2 V r ). 



s 



Enfin, la contribution de la troisieme categorie de zeros est 




K - 1/2) 2 
(t- 7 ) 2 



) 



< (VyiogT) 2 logT 

< V/ log log T. 



Ces trois estimations demontrent le resultat annonce. 



□ 



3 Majoration de \x z ((z) 1 | 

C'est la proposition suivante qui sera utilisee lors de l'application de la formule de Perron. 

Proposition 9 (HR) Soit 

• t assez grand; 

• x > t ; 

• V tel que (loglogi) 2 < V (log*/2)/(loglog*/2) ; 

• V > V. 

On suppose que t est une ordonnee V -typique (de taille T'). 
Alors 

I^CCz)- 1 ! < Viexp(l/log(loga;/logt)+2(l+(5)Floglog^+0(l/ ( 5- 2 )) (V < (3fcz- 1/2) logx ^ V, \$$z\ = t). 

Demonstration 

On a 



logja^CC*) -1 ! = SMoga;-log|C(z)| 



< - log a; + V- log \({z)\, 



car (Jiz — 1/2) logx ^ V. Distinguons maintenant deux cas. 

• Si 5Rz — 1/2 ^ V'/logT', la proposition [1] permet d'affirmer que 



- log |C(z)| < V log V J X ° g ^i + 2(1 + S)V log log V" + 0{V8- 2 ) 
>Jtz — 1/2 

< V log -^TTT^- + 2 (! + <*) F ' lo 8' lo g F ' + 0(V'S- 2 ) 
V J logx 

= V log + 2(1 + 5)V log log 1/' + 0(V'S- 2 ). 



• Si 5Rz — 1/2 > V/logT', on aura grace a la proposition Q] 



-log|C(^)| ^OiV'6- 1 ) 

< ^' log + 2(1 + S)V log log 1/' + o(i/'r 2 ). 

log 1 ' 
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Ainsi 



loglx^r 1 ! < -logz + V-log|C0)| 



< I logx + V log ^ + 2(1 + 5)V" log log V + 0{V'5~ 2 ) + V + V log 

2 log t log J ' 

-logo; + Vlog(log2:/logt) + 2(1 + 5) V log log V + 0(F<r 2 ). 



□ 



4 Prealables a l'estimation de la frequence des ordonnees aty- 
piques 

Pour la commodite du lecteur, nous rassemblons ici des resultats auxiliaires, essentiellement issus 
du §2 de 0], que nous utiliserons au ij5.ll ci-dessous. Nous renvoyons a [1] pour des references et des 
indications de demonstrations. 



4.1 Encadrement de la fonction indicatrice d'un intervalle 

La proposition suivante resume la construction de Selberg de bonnes approximations analytiques de 
la fonction caracteristique d'un intervalle. On definit la transformation de Fourier de / S L X (R) par la 
formule 



f(x) = / f{t)e~^ tx dt. 

J — oo 

Proposition 10 Soit h > 0, A > 0. Soit Xh = h-h,h] ^ a fonction caracteristique de Vintervalle [— h, h] 
II existe des fonctions entieres paires F + et F— ayant les proprietes suivantes. 

(i) F-{u) ^ Xh(u) ^ F+(u) pour tout reel u ; 

fa) \ F ±( U ) ~ Xh(u)\du = 1/A, c'est-a-dire F±(0) = 2h± 1/A ; 

(Hi) F± est reelle et paire, F±(x) — pour \x\ ^ A et \xF±(x)\ ^ 2 pour tout x ; 

(iv) Pour z C, \z\ ^ 2h, on a 

p 27r|£rjs| 

\F±(z)\ « 



(AND 2 



Demonstration 

Contentons-nous d'une indication pour (Hi). On a 



/+oo 
\F±(u) - X h(u)\du 
-oo 

sin2irhx \x\ 

+ V- 

7T A 

1 , , 

sS- + l, si ja;| < A. 

7T 



D'autre part \xF±(x)\ = si \x\ ^ A. □ 
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4.2 Zeros de la fonction £ et nombres premiers : la formule explicite de 
Guinand-Weil 

Nous donnons une version de la formule explicite de Guinand-Weil, reliant les nombres premiers 
(represented par la fonction A de von Mangoldt) aux zeros non triviaux p = (3 + ij de la fonction £. 

Proposition 11 Soit e > 0, 5 > 0, et h(s) une fonction analytique dans la bande |9?s| ^ y verifiant 

h(s) < (1 + |s|)~ 1_<5 , et reelle sur la droite reelle. Alors 

1 11/* ~\~ 1 

2tt w 2tt ^ ^/n V ^ 27r ' ^ 2n J J 



Signalons tout de suite la formule (2.3) de Particle de Goldston et Gonek [2]. C'est une evaluation de 
l'integrale figurant dans la formule explicite, appliquee aux translatees des fonctions F±. 

Proposition 12 Soit A, A ^ 1, < h ^ \ft, et F± les fonctions de la proposition] 1 (A On a 

f +oc /I iu\ t 

J F±(u-t)®i,(~ + -)du=(2h±l/A)log-+0(l). 

4.3 Moments de polynomes de Dirichlet 

Dans la proposition suivante, une inegalite de type « grand crible », nous reprenons en partie la 
formulation originale de Maier et Montgomery (Lemma 5 de [3]). 

Proposition 13 Soit P(s) = J2 p <n a (p)P s un polynome de Dirichlet (la variable de sommation p est 
un nombre premier). 

Soit s\, . . . , sr € C, a € K et T 3 tels que 

. 1 < \^( Si - Sj )\^T, i^j; 

• ftsi ^ a, 1 s? i < R. 

Alors, pour tout entier positif k tel que N k ^ T , on a 

J2 \P(sr)\ 2k « r(logT) 2 fc!(V |a(p)|V 2a 



4.4 Un calcul auxiliaire 



Cette proposition est un simple calcul auxiliaire, faisant intervenir quatre parametres lies par diverses 
relations. 

Proposition 14 Soit : 

• T assez grand; 

• (log log T) 2 < V < log Tf log log T ; 

• rj = 1 / log V ; 

. k=[V/(l+7 1 )\. 
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Alors 

fc(log(fcloglogT) - 21og()?F)) -V"log(vy loglogT) + 2V log log V + V. 



Demonstration 

On a k < V done 



D 'autre part, 



Par consequent 



log(fc log log T) — 2 \og(T]V) < - log(V/ log log T) + 2 log log V 

< 0. 



fc>V/(l + »/)-l 
>V(l-rj). 



fc(log(HoglogT) - 21og(77y)) < F(l-7?)(-log(VyioglogT)+21oglogF) 

< -Flog(F/ log log T) + 2V log log V + r]V log V 

= -Flog(l//loglogT) + 2^1oglogV A + V r . □ 



5 Sur le nombre de zeros de la fonction ( dans un intervalle de 
la droite critique 

5.1 Encadrement parametrique de l'ecart a sa moyenne du nombre de zeros 
de la fonction £ dans un intervalle de la droite critique 

La proposition suivante donne un encadrement du nombre d'ordonnees de zeros de C dans l'intervalle 
]t — h,t + h], centre par rapport a sa valeur moyenne (h / it) log(t /2n) . Cet encadrement est exprime au 
moyen d'un parametre A, et met notamment en jeu un polynome de Dirichlet de longueur exp27rA. 

Proposition 15 (HR) Soit t ^ 4, A ^ 2 et < h < y/t. On a 

oil _F+ et F- sont les fonctions de la proposition \l(A De plus, on a pour tout nombre premier p : 




Demonstration 
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On a 

N(t + h)-N(t-h)=J2 1]-M] (7 - *) 



p 

(d'apres la proposition [TO] (i)) 

P 

= J2f(l) (avec/(«) = F + («-*)) 



log'7T 

2tt 



j, n ^ 1 r-i A(n) / ~/logn\ »/ logn\\ 

J (0) > — r=r- / I )"!"/( ) ( car / verifie les hypotheses de la proposition II 11 1 

2tt ^ yjn \ V 2-7T / V 2n J J 

F + ( U -i)^( i + Y J ( 



F + (- ■/)-!- F_ (-—-/)-!- — / F + («-m^fi + ^)rf« 









i 


(s-<) 

















loa vr ~ ,„. 1 v-^ A(n) ( i t - /logn\ it - / logn . , 

-^+(0) - - £ -U ^ + (_*_) + J (car /w = e -^ F+{x)) 

Examinons successivement les differents termes de cette somme. Nous avons : 

F+ ( t\ + F+ ( t \ <C (At) 2 (d'apres la proposition [TO] (iv), qui s'applique car t 2h) 

\2i / V 2i ) 

<C 1 (car A ^ 2 ct f. > 4); 

— / - t)$tlj)( \ + - ^^-F + (0) = (2ft + l/A) 10 ^ 2 ^ + 0(1) (propositions [TO] et [TO] (mJ) 

In j_ oc V4 2 / 2n 2tt 

1 v-^ A(n) / it ~ /loen\ if - / logn\\ 1 ^ A(n) ± /loenx 

- > 7^ 4 * F+ — — + n Jt F+ — = V" -±-Lf+ ( — — (car F+ est reelle et paire) 

" n 

-5ft > , ; F + (car F+{x) = pour x > A) 



2tt 
1 

2^ 



-5ft V J2i£# + f^£) + I R V ^F + ( l ^) + o(i) 

7T ^ »H« V 27T / 7T ^ p^ 2 '* + V 7T / W 
(car A(n)_P+ (log n/27r) <C 1 ; la contribution des n — p fc avec fc ^ 3 est done O(l)) 

> oca,. 



Finalement, nous avons etabli la majoration 

logi/2vr ^ log* 1^ x - }£gp r (\"'Al>- 

p^ e 2,rA P* 

La demonstration de la minoration est analogue. □ 



W(t+ , ) _ W(1 _ A) _ 2 ^ < M_I K E ^ +( ^ )+0(loga) . 
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5.2 Majoration de l'ecart a sa moyenne du nombre de zeros de la fonction £ 
dans un intervalle de la droite critique 

Lorsqu'on majore trivialement les polynomes de Dirichlet qui interviennent dans la proposition 1151 
on obtient le resultat suivant, du a Goldston et Gonek (cf. [2])- Notre enonce est legerement plus precis 
que celui de [SJ. 

Proposition 16 Soit t assez grand et < h ^ \/t. On a 
\N(t + h)-N(t-h) - (h/Tr)log(t/2ir)\ < (logi)/2 loglogt + (l/2 + o(l)) logi logloglogi/(loglogi) 2 . 



Demonstration 

On a 



1 x ^ logp p (]ogp\ J_ 
7T ^ D H« ± V 2vr / ^ Jp 



On choisit A = — log(logi/ log log t) et on verifie alors que 

^ + 0(e wA /A) + 0(log A) = (logt)/21oglogi + (1/2 + o(l)) log* logloglogt/(loglogi) 2 . □ 

5.3 Frequence des deviations du nombre de zeros de la fonction £ dans un 
intervalle de la droite critique 

Nous donnons maintenant une majoration du nombre de points t « bien espaces » de l'intervalle [T, 2T] 
pour lesquels le nombre d'ordonnees de zeros de £ dans l'intervalle ]t — h,t + h] depasse sa moyenne 
(h / tt) log(t / 2tt) d'une quantite V. On a une majoration analogue pour la frequence des deviations dans 
Pautre direction, mais nous n'en aurons pas l'usage. 

Proposition 17 Soit : 

• T assez grand; 

• 0< h < VT ; 

• (log log T f V sC log T I log log T ; 

• T s$ t\ < t 2 < ■ ■ ■ < t R ; < 2T ids gwe i r+ i - t r ^ 1, 1 < r < R. 
On suppose que 

N(t r + h)- N{t r - h) - h l ° gtr / 2n l^r^R. 

TT 

Alors 

R < T exp(- V log(V7 log log T) + 2V log log V + 0(V)). 

Demonstration 

La majoration de N(t r + h) — N(t r — h) — (h/ii) log(i r /27r) fournie par la proposition 1151 montre que 
pour A ^ 2, on a 

a(p) 

\+it r 



2, A P : 
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ou a(p) = a(p, A, h) = it 1 logpF + ((logp)/27r) verifie \a(p)\ ^ 4, d'apres la proposition [TU1 (Hi). 
On choisit 

(l+7?)l0gT 

avec 77 = 1/ log V, 



de sorte que 



A 



2ttV 



exp2^A = r( 1 +")/ 1/ , 

log A < log log T < v/y, 



ct 



Par consequent, 



log 2T V i— 
V - + 0(log A) = ry- + 0(W) 



2ttA 



p ^ T (i+^)/v 



a(p) 



P 



l + i] 

>\nv 



En elevant cette inegalite a la puissance 2k et en sommant pour r = 1, . . . , R, on obtient 

«T(logT) 2 fc!( £ kWlV 1 

d'apres la proposition [T3l pourvu que yMi+^/v ^ J". 
La derniere quantite est 

< T(logT) 2 (CfcloglogT) fe , 

ou C est une constante absolue. Ainsi 

R < T(logT) 2 (4C)' £ ((fcloglogT)/?7V 2 ) fe . 
On choisit k = \ V/(\ + r/)J. La proposition [Ml s'applique : 



( (k log log T) /rj 2 V 2 ) < exp (- V" log(F/ log log T) + 21/ log log V + V) . 



Enfin, 



(log T)\ACf = exp(fc log 4C* + 2 log log T) 
= exp 0(7), 



d'ou le resultat. 



□ 
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6 Valeurs de V pour lesquelles toutes les ordonnees sont V- 
typiques 

Nous donnons une variante un peu plus precise de la premiere assertion de la Proposition 4 de 0]. 
Proposition 18 Soit T assez grand, et V tel que 

- + log log log Tj log logT < V log log TJ log T < 1. 

Alors toute ordonnee t € [T, 2T] est V -typique. 
Demonstration 

II faut verifier les criteres (i), (ii), (Hi) de la definition d'une ordonnee l^-typique. 
Pour (i), on a 

A(n) V" 



/(«) = >Z A « r— > M > 2 ' 

^-^ -lAilogn logu 

done 

E-§^lo g Wn)=f/(^ 
^ Vnlogn y x u 



log a; 

Or T x l v ^ (logT) 2 car V > | log Tj log log T. Par consequent, pour a ^ 1/2, t £ R, et x = T 1 /^, on 

ly, A(n) log(x/n) | < A(n) log(x/n) 

I ^ n <T+tt log n log x I ^ ^— ^ *Jn log n log x 

« ^ 



(logx) 2 

(log logT) 2 
o(V). 



Pour (ii) on a, avec £' € [i - 1, i + 1] et h = nSV/ logT : 
1 + N(t' + h) - N(t' - h) < (/i/tt) log(i727r) + - log t'/ log log t' + (l/2 + o(l)) logi' log log log t'/ (log log i') 2 

(proposition 11611 

< (h/ir) log T + - log T/ log log T + log T log log log T/ (log log T) 2 

< (1 + <5)V. 



1G 



Pour (Hi) on a, avec t' € [t - 1, t + 1] et h = 7rV/((log V) logT) : 

1 + N(t' + h) - N(t' - h) ^ {h/ir) \og(t , /2n) + - log t'/ log log t' + (l/2 + o(l)) log*' log log log t' / (log log f') 2 

< + ^ log T/ log log T + (l/2 + o(l)) log T log log log Tj (log log T) 2 
log V 2 

< 1 log T/ log log T + log T log log log Tj (log log T) 2 

^ V. □ 

6.1 Minoration du logarithme du module de la fonction £ 
Proposition 19 Pour \t\ assez grand et 1/2 < a ^ 2, on a 

1 \H lQ g^l i 1 .log |t| log log log |t| 

log |C(ff + it)\ > - r— r— TTi log - — 777: - 3- 



loglog|t| & <r-l/2 loglog|t| 



Demonstration 

On applique les propositions [T] ct [18] en prenant 



loglog|t|' 2" 



L'ordonnee |t| est y-typique de taille |t| et 

V log(^f|) + 2(1 + S)V log log V + 0(V5-*) = log 1 + 2 log|t|logloglog|t| + 

V cr — 1/2/ log log |t| a — 1/2 log log |t I 

< log 1^1 1q 1 logjtjlogjoglogjtj n 

"loglog|t| 8 a -1/2 log log|t| 

7 Majoration du nombre d'ordonnees atypiques bien espacees 
dans un intervalle 

Nous majorons maintenant le nombre d'ordonnees T^-atypiques de taille T, bien espacees. 

Proposition 20 (RE) Soit 

• T assez grand; 

• 2 (log log T) 2 sC V < log Tj log log T ; 

• T ^ t\ < t<i < ■ ■ ■ < tji ^ 2T des ordonnees V -atypigues telles gue t r+ i — t r ^ 1, 1 ^ r < R. 
Alors 

R < T exp(- V log(V/ log log T) + 2V log log V + 0(V)). 

Demonstration 

Observons d'abord que le majorant annonce est une fonction decroissante de V et que sa valeur en 

V = logT/ log log T est 

^ exp(3 log T log log log Tj log log T) , 
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quantite qui tend vers l'infini avec T. 

II suffit de demontrer separement la majoration pour le nombre R\ (resp. R2, resp. R3) (mais nous le 
noterons encore R) de points (que nous noterons encore ti, . . . , ta) bien espaces dans [T, 2T] infirmant la 
condition (i) (resp. (ii), resp. (in)) de la definition page[3] 

Commengons par la condition (i). Si elle est en defaut pour chaque t r , il existe des oy 1/2 tels que 



IE 



A(n) log(x/n) 



> 2V, l^r^R (x = T 1/v ). 



La contribution des n = p a avec a ^ 2 est 



Par consequent, 



d'ou 



|y- 1 \og(x/p) 

|Z_^ p<T r + lt r log J; 

p^x 



<C log log x 

< log log T 

< W. 

^V, 1 r R (x = T 1/v ). 



RV 2k < y^l 1 log(x/p) 

r=l p^x 1 b 



2 k 



«T(logT) 2 fc!QT- 



l log 2 (x/p )\k 
P log 2 X 



pourvu que x k < T, c'est-a-dire k ^ V. 
On a 



El log (x/p) . , 
f 2 « log log X 
, P log x 

«: log log T, 



et done 



i? < T(logT) 2 ((CfcloglogT)/T/ 2 ) fc , 



ou C est une constante absolue. Le choix k — \ V\ et un calcul plus simple que celui de la proposition [TJ] 
conduisent a l'estimation 

R < Texp(-flog(V/loglogT) + 0(V)). 
Passons a la condition (ii). Si t r ne la verifie pas, il existe t' r tel que \t r — t' r \ ^ 1 et 



d'ou 



N(t' r +n5V/\ogT) - N(t' r - nSV/logT) ^ (l + ^V-l, 



N(t' r + irSV/logT) - N(t' r - nSV/logT) - {SV/ logT)log(t' r /2n) + 0(1). 
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Choisissons une ordonnee t r sur trois, de sorte que les t' r correspondants soient bien espaces, et 
gardons uniquement les t' r de l'intervalle [T, 2T] (nous en laissons alors au plus deux de cote). Nous 
pouvons appliquer la proposition [T7] : 

l(R + 2)/3j - 2 « T exp(-V log(V/ log log T) + 2V log log V + 0{V)) , 

et on a la meme estimation pour R. 

Enfin, si t r infirme la condition (Hi), il existe t' r tel que \t r — t' r \ ^ 1 et 

N (t' r + ttV/ ((log V) log T) ) - JV (t' r - irV/ ( (log 7) log T)) > V - 1 , 

d'ou 

N (t' r +nV/((log V) log T) ) —N(t' r —TrV/ ((log F) log T) ) - V log(t / r /2 7 r)/ ((log V) log T) ^ K+0(F/ log V). 

En procedant comme pour la condition (ii), nous appliquons de nouveau la proposition 1171 II reste a 
observer que, pour V' = V + 0(V/ log V), on a 

-V log(V'/ log log T) + 2V' log log V' + 0(V') < -V log(V/ log log T) + 2^ log log V + 0(V). 

C'est un calcul facile, qui termine la demonstration. □ 

8 Demonstration du theoreme 

8.1 Application de la formule de Perron 

Rappelons dans Penonce suivant la forme classique de la formule de Perron que nous allons utiliscr 
(pour une demonstration, voir [5], II. 3). 



Proposition 21 Soit 



n=l 



une serie de Dirichlet, absolument convergente pour 3?z > 1. On suppose que \a n \ ^ 1 pour tout n. Alors, 
pour N ^ T ^ 3, N entier, on a 



V a n = — / F(z)—dz + 0(NlogT/T), 

lm Jc-iT z 



oil c= 1 + \/\ogN . La constante implicite dans le O est absolue. 
On a done 

M{N) = A N + 0(\ogN) (iV>3), 

ou 

-, M + l/logJV+^L 1 ^"/ 10 ^ NZ 

a n = — a^r'—dz. 



2ni ./l+i/ log AT-fi L!°« «/ log 2 J - 
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8.2 Deformation du chemin d'integration 

Pour majorer \An\, nous allons remplacer le segment d'integration [1 + 1/logiV — i2L'°s JV / lo s 2 J , 1 + 
1/logiV + «2l'°e' v / |o e 2 J] par une variante S N du chemin defmi par Soundararajan dans [3]. Nous com- 
mengons par une description de S^. On suppose N assez grand. Nous posons 

K= L(logA^) 1/2 (loglog7V) c J, K = [logiV/log2j, 

oii c est une constante positive, fixee ulterieurement. Nous posons egalement Tk = 2 k pour n ^ k $J K. 

Le chemin Sn est symetrique par rapport a l'axe reel, et constitue de segments verticaux et horizon- 
taux. Nous decrivons seulement la partie de Sn situee dans le demi-plan 3z ^ 0. 

• II y a d'abord un segment vertical [1/2 + 1/ log JV, 1/2 + 1/ log N + iT K ] . 

• Pour chaque k tel que k ^ k < K , on considere les entiers n de l'intervalle [Xfc,2Tfc[. On definit 
alors V n comme le plus petit entier de l'intervalle [(log log T^) 2 , logTfc/ loglogTfc] tel que tous les points 
de [to, 7i + 1] soient V^-typiques de taille Tfc. L'existence de est garantie par la proposition 1181 On a 
meme 

^ - log to/ log log n + log to (log log log n)j (log log n) 2 + 1. 

On inclut alors dans Sn le segment vertical [1/2 + V n / log N + in, 1/2 + V n / logiV + i(n + 1)] 
II y a enfin des segments horizontaux reliant tous ces segments verticaux : 

• le segment [1/2 + 1/ logiV + iT K , 1/2 + V N J logiV + iT K ] ; 

• les segments [1/2 + V n / logiV + i(n + 1), 1/2 + V n+1 /\ogN + i(n + 1)], T« < n < T K - 2 ; 

• le segment [1 /2 + V/v-i/ log N + iTk , 1 + 1 / log N + il*] . 

D'apres le theoreme de Cauchy, on a sous l'hypothese de Riemann 

If i N z 

A N = — (( z )-i—dz. 
2*71" Js N z 

8.3 Majorations des contributions a An des differents segments de Sn 
Proposition 22 On a 

N-^ 2 A N « 5 exp((log7V) 1 / 2 (loglog^) c+5 ) + B N , 

ou 

T K -1 , 

Bn = E -exp(Klog(log7V/logTO) + 2(l + 25)KloglogF n ). 

n=T K 

Demonstration 

Pour commencer, nous avons 

T » dr 



— C(zr—dz / l^l^ + l/logiV + zr)!- 1 - 

2i7r iS»,l&l^ z J-T K 



■T K ^1/4 + T 2 

<^N 1/2 \ogT K max |C(l/2 + 1/ logiV + ir)]" 1 

| T | §C T K 

< iV 1/,2 (logT re ) exp((logT K / loglogT K ) log log TV + 3(logT«/ loglogT K ) logloglogT K ) 

(d'apres la proposition 1191 1 

< N 1/2 Tl (car log T K > (logAT) 1 / 2 ). 



20 



Pour les autres segments, nous examinons seulement la partie de Sn situee dans le demi-plan 3z > 0. 
On aura les memes estimations pour la partie situee dans le demi-plan 3z < 0. 

La contribution du segment horizontal [1/2 + 1/ log N ± iT K , 1/2 + Vr K / log N ± iT K ] est 

« NV 2 (exp VtJT- 1 exp((log T R / log log T K ) log log N + 3(log TJ log log T K ) log log log T K ) 
< N 1/2 T%. 

Pour chaque n, T K ^ n ^ Tr- — 1, la contribution du segment vertical [1/2 + V n /\ogN + in, 1/2 + 
K/logAT + i(n+ 1)] est 

« -N 1 ' 2 exp(V n \og(\ogN/ \ogn) + 2(1 + 5)V n \oglogV n + DVJ- 2 ) 
n 

(ou D est une constante positive absolue), d'apres la proposition [9] (avec V = V = V n , n ^ t ^ n + 1, 
V = n,x = N). 

Pour chaque n, T K ^ n ^ Tr- — 2, la contribution du segment horizontal [1/2 + V n /logN + i(n + 
l),l/2 + V n+ i/logN + i{n + l)} est 

< liV 1 / 2 exp (V log(log AT/ log( n + 1)) + 2(1 + S)V log log V + W<T 2 ) , 

ou Ton a pose = max(V„, Kx+i), toujours d'apres la proposition [5J qui s'applique car n + 1 est a la fois 
V^-typique et V^+i-typique. Observons que la borne obtenue est 

« -TV 1 / 2 exp(K log(log^/logn) + 2(1 + 5)V n log log V n + DV n 5~ 2 ) + 

-^ T 7V 1 / 2 exp(K+i log(logiV/log(n + 1)) + 2(1 + S)V n+1 loglogK+i + W n+1 <T 2 ). 
Enfin, la contribution du segment horizontal [1/2 + Vt k -i/ log N + iTx, 1 + 1/ log AT + iTk] est 

<C — — N CXp(0((5 _1 Vt r --i)) (d'apres la proposition QJ 
T K 

< 5 A^ 1/2 (car V Tr --i < log AT/ log log AT) . 



En notant en outre que 

exp(W(T 2 ) < 5 exp(£VloglogV0, 

et 

Tl < exp(3(log2)(logA/) 1 / 2 (loglogM) c ) 
« 5 exp((log A^) 1 / 2 (log log N) c+S ) , 

cela termine la demonstration de la proposition. □ 
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8.4 Etude de la somme B N 

Ann de majorer Bjy, nous allons faire appel au calcul auxiliaire suivant. 

Proposition 23 Soit A et C des parametres positifs tels que A ^ 4C 4 + 1. On a alors 

AV -VlogV + CV\og\ogV ^e A A c (V > e c ). 



Demonstration 

Posons 

On a 



f(V) =AV- Vlog V + CV log log V (V>1). 



/'(v) = a -io g y + ciogio g F- 1 + 



logV' 

r( V) = -I + -^ C — 

J v ' V VlogV V{\ogV) 2 

En particulier, on a f"(V) < si V > e c . De plus, 

f'(e c ) = A-C + C log C-l + 1 
= A-C + ClogC 
^4C* 4 + l-C + ClogC 
>0, 

ct /'(oo) = — oo. 

II existe done un unique Vo > e c tel que 

• f'(V) > pour e c < V < Vb ; 

• /'(F) < pour V > Vb. 
On a /'(Vo) = 0, e'est-a-dire 

C 

i4 - log Vo + Clog log V = 1- - — — . 

log K 

D'autre part, 

max /(V) = f(V ) 



= V (A - log V + C log log Vo) 
= V (l-C/logV ) 
< V . 
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Posons maintenant V\ = e A A c (> e c ). On a 

C 



/'(Vi) = A — log Vi + Clog log Vi - 1 



log^i 

A - (A + C log A) + C log(A + C log A) - 1 + 



A + Clog A 



C \ , c 



Clog(l + -^j) - 1 + - (car logA <C 



C 2 , c 

On a done Vq < Vi, d'oii lc resultat annonce. □ 
Proposition 24 On a 



Bat « 5 exp((logiV) 1/2 (loglogiV) 5 - c+65 ). 



Demonstration 

Nous allons utiliser un decoupage dyadiquc cn considerant les sommcs 



B N (T k )= V icxp(Klog(logiV/logn) + 2(l + 2<5)KloglogT4) (k ^ k < K). 

T 

On aura en effet 



n 

T k ^n<2T k 



Bn ^ K max B^iTk) 

<log7V max B N (T k ). 

Posons Tfe = T. Nous rearrangeons Bjy(T) suivant les valeurs de V n . 



Bn(T)= -exp(V r log(logA71ogn) + 2(l + 26)^loglog^) 

(loglogT) 2 ^V T^n<2T n 
V^(logT)/(loglogT) V n =V 

^ exp(Vlog(logA71ogT) + 2(1 + 2c5)F loglogF)card{n, T < n < 2T, V n = 

(iogiogT) 2 ^y 

VsS(logT)/(loglogT) 

Nous majorons d'abord la contribution des V < 2(loglogT) 2 + 1, en utilisant la majoration triviale 

card{n, T < n < 2T, K = y} < T. 

Ccttc contribution est 



exp(o((loglog7V) : 
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Considerons maintenant la contribution des V > 2(loglogT) 2 + 1. Si T < n < 2T et V n = V, la 
minimalite de V n entrainc l'cxistcncc dans l'intervalle [n, n+1] de t n , ordonnee (V n — l)-atypique de taille 
T. En evitant de prendre des nombres consecutifs, on partitionne alors l'ensemble 

{n, T < n < 2T, V n = V} 

en (au plus) deux sous-ensembles, chacun etant de meme cardinal qu'un ensemble d'ordonnees (V n — 1)- 
atypiques de taille T, bien espacees dans [T, 2T\. La proposition |2T)1 donne alors 

card{n, T^n<2T, V n = V} < Texp(-(V - 1) log((V - 1)/ log log T) + 2(V - 1) loglog(F - 1) + O(V)) 

< T exp(- 7 log(V/ log log T) + 21/ log log V + 0(V)) . 

Par consequent, 

B N {T) « 5 exp(o((loglogiV) 3 )) + 

exp (V log (log iV (log logT) /logT) - VlogV + (4 + 55) 7 log log v). (5) 

2(loglogT) 2 + KV 
V<(logT)/(log logT) 

Pour majorer la somme intervenant dans ([5]), on utilise la proposition 1231 avec 
A = log(log7V(log logT)/ logT) et C = 4 + 58 

(on a bien A ^ 4C* 4 + 1 et V > e c ). 
Par consequent, 

exp(y\og(\ogN(\og\ogT)/\ogT) -VlogV + (4 + 5S)V\og\ogV^j 

2(loglogT) 2 + KV 
(logT) /(log logT) 

logT / . log log T/, . log logT N \ 4+55 \ 

Comme 

log logT = loglogTfc 
logT logT fc 
log log T K 
" log T K 
< log log TV 

^ (logJVjVz^oglogiV) ' 

on a finalement 

B N < 5 exp((logA0 1/2 (loglogA0 5 - c+6A ~). D 
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8.5 Conclusion 

En reunissant les resultats des propositions [2H [221 et [22 on obtient 

N~ 1/2 M(N) < 5 exp((logAr) 1/2 (loglogiV) c+5 ) + exp((log A0 1/2 (loglogA0 5 ~ c+6<5 )- 
On choisit alors c = 5/2 et S arbitrairement petit pour demontrer le theoreme. 
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